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ّبی هخجت آى را ثِ سِ دستِ ؼَری تمسین کزد کِ هجووَ    علیِ ی همسَم ًبهین، ّزگبُ ثتَاى هجوَعِ ای هی لایِ را سِ nعذد ؼجیعی
 اععبی ّز سِ دستِ ثب ّن ثزاثز ثبضذ.

 ای هخبل ثشًیذ. لایِ الف. عذدی سِ
 ای ٍجَد دارد.  لایِ ًْبیت عذد سِ ة. حبثت کٌیذ ثی
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)nی ٍجَد دارد  خبًِ nدر یک رٍستب  خَاّین یوک هٌجوآ آة در ایوي     ّب رٍی یک خػ لزار ًذارًذ. هی ی آى ّوِ کِ ؼَری ثِ 3(
 وتز اس هجوَ  فَاصل ب کوِّ وتب خبً Aست اگز هجوَ  فَاصل ا Bی  اس ًمؽِ تز هٌبست A ی رٍستب احذاث کٌین. ثزای ایي کبر ًمؽِ

Bًِّب ثبضذ. تب خب 
آل ثزای احذاث هٌجوآ آة   ی ایذُ تز اس آى ٍجَد ًذاضتِ ثبضذ. حبثت کٌیذ حذاکخز یک ًمؽِ ای هٌبست ًمؽِ گَیین کِ ّیچ  آل هی ای را ایذُ ًمؽِ

 ٍجَد دارد.
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n  ًاًذ. ثزای ّز دٍ تین هتوبیش  ( ثب ّن هسبثمِ دادُثبر یکتین ٍالیجبل دٍ ثِ دٍ )ّز دٍ تین دلیمبA ٍB  ًدلیمبt    ِتین ٍجَد دارًوذ کو
nاًذ. حبثت کٌیذ  ثبختِ A ٍBاس ّز دٍ تین  t4 3  

 )تَجِ کٌیذ کِ در ٍالیجبل تسبٍی ٍجَد ًذارد.(
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z ثزای ّز سِ عذد حمیمی y x, xyz ثب ضزغ  ,  ، ًبهسبٍی سیز را حبثت کٌیذ: 1

x x y y z z
x y z x y z

y z z x x y

2 2 2 2 2 2
4 4 4  

5- 
 

 ABCی هحیؽوی هخلوج    اس دایوزُ  BCتز  رٍی کوبى کَچک Dی  ثبضذ. ًمؽِ هی ABC ی هخلج تزیي ساٍیِ کَچک A ی ساٍیِ
 ٍالآ است.

است. حبثت  BM  ٍCNهحل ثزخَرد  Tی  ًوبیٌذ. ًمؽِ ثزخَرد هی M  ٍNّبی  ثِ تزتیت در ًمؽِ ADثب خػ  AB ،ACّبی  عوَد هٌصف

BT .کٌیذ CT R2   

 است. ABCی هحیؽی هخلج  ضعب  دایزُ Rکِ 
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ّوبی اصولی    یک ٍاحذ ثِ یکوی اس جْوت   ثبر ّزی ضؽزًجی ثشرگ ضزٍ  ثِ حزکت کزدُ ٍ  خَاُ رٍی صفحِ یک رٍثبت اس یک رأس دل
 ی  ز دٍ خبًِر ّذای کبر دوتواست کِ در اث A ٍB ی حبفظِ کٌذ. ایي رٍثبت دارای دٍ خبًِ ی ضؽزًجی حزکت هی رٍی اظلا  صفحِ

 صفز لزار دارد. عذد 

 
ِ   یکی اظوبفِ هوی   Aی  حزکت ثِ سوت ضوبل، جٌَة، ضزق یب غزة ثبضذ، ثِ تزتیت ثِ خبًِ کِ ایي ثزحستدر ّز هزحلِ   Aی  ضوَد. اس خبًو

ضَد. فزض  ٍاحذ کن هی Aی  ی عذد خبًِ ثِ اًذاسُ Bی  ضَد یب اس خبًِ اظبفِ هی Aی  ی عذد خبًِ ثِ اًذاسُ ی  ضَد، ثِ خبًِ یکی کن هی
اٍل خَد ثبسگزدد. حبثت کٌیذ در اًتْوبی هسویز لوذرهؽلك هموذار      جبی ثِکٌیذ رٍثبت هسیزی را ؼی کٌذ کِ خَدش را لؽآ ًکزدُ ٍ در ًْبیت 

 ، ثزاثز ثب هسبحت درًٍی ضکلی است کِ رٍثبت پیوَدُ.Bی حبفظِ  خبًِ
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ظز گزفتي حبلت ذکی هحبسجٍِ  درً  ل داضتِ ثبضذ،ً وی بّی هختلف هی الف. ثب اً ذُ کزد کِ اگز عذدی حذاکخز دٍ عبهل اٍ اَى هطبّ ِ    ت وذ سوِ لایو اًَ  ای ت

)سیزاای است،  عذدی سِ لایِ 121تَاى دیذ کِ  ثبضذ. ثِ علاٍُ ثب تلاش ثیطتز هی , , , , , , , , , , , , , , , }1 2 3 4 5 6 8 1012 15 20 24 30 40 60120 

120 است ٍ 121ّبی  علیِ هجوَعِ همسَم 60 40 20 30 24 15 12 10 8 6 5 4 3 2 1. 

ثزاثوز یوک     pاسوت ٍ یوب   121علیْوی اس   یوب همسوَم   p120علیوِ   ثبضذ. در ایي صَرت ّوز همسوَم   5تز اس  عذدی اٍل ثشرگ pة. فزض کٌیذ 

ِ        pتوَاى ثوب اسوتفبدُ اس اسوتذلال ثوبلا ٍ اظوبفِ کوزدى         . پس هی121علیِ  همسَم ، 121ای ثوَدى   ثزاثوز اععوبی ّوز دسوتِ )کوِ در سوِ لایو

ِ  p120ّب افزاس کزدین( ثِ آى دستِ، ًطبى داد کِ  را ثِ آى 121ّبی  علیِ همسَم . حوبل چوَى تعوذاد چٌویي اعوذاد اٍلوی       اسوت ای ِ لایو  ّن سو

 ای دارین. لایِ ًبهتٌبّی است، ًبهتٌبّی عذد سِ 
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 کٌین. اثتذا یک لن را حبثت هی

Bلن. فزض کٌیذ  A, ٍC ِی ثبضٌذ ٍ  ی در صفحِ سِ ًمؽM ِی ٍسػ  ًمؽBC ثبضذ. در ایي صَرت
AB AC

AM
2

. 

ِ  خػ ثبضٌذ کِ ثِ سبدگی هی ی ّن احجبت. اگز سِ ًمؽِ ی تطوکیل یوک هخلوج ثذٌّوذ،      تَاى دیذ کِ تسبٍی ثزلزار است. حبل اگز ایي سِ ًمؽو

کٌٌوذ ٍ ثٌوبثزایي    دیگز را ًصوف هوی   لؽزّب یک ABAC1ثبضذ. در ایي صَرت در چْبرظلعی  Mًسجت ثِ  Aی  لزیٌِ A1 فزض کٌیذ ًمؽِ

ABدلت کٌیذ کِ  علاٍُ ثِالاظلا  است.  یک هتَاسی CA AA AM,1 1 ، AAC1. حبل ثب تَجوِ ثوِ ًبهسوبٍی هخلوج در هخلوج      2

AA AC CA1 AMٍ در ًتیجِ  1 AB AC2 خَاستین. کِ ّوبى چیشی است کِ هی 

ٍ  ، ...A1 ،A2ّبی رٍستب را ثب  حبل فزض کٌیذ خبًِ
n
A  ًوبیص دّین. ثِ ثزّبى خلف فزض کٌیذX  ٍY ِآل ثبضوٌذ ٍ   ی ایذُ دٍ ًمؽM 

AXY1 ،AXY2 ٍ ... ،nّبی  .  حبل ثب استفبدُ اس لن ثبلا در هخلجXYٍسػ  
A XY الجتِ هوکي است در ثععی حبلت(    ِ ی  ّوب سوِ ًمؽو

 دارین: خػ ثبضٌذ کِ ثبس ّن لن درست است( ّن

n n
n

n n n

AX AY AX AY A X AY
AM AM A M

AM AM A M AX A X AY AY

, ,...,

... ( ... ... )

1 1 2 2
1 2

1 2 1 1

2 2 2
1
2

 

ٍالوآ ثبضوٌذ. پوس     X  ٍYرٍی خوػ ٍاصول ثویي     درًتیجِتَاًٌذ رٍی یک خػ ٍ  ّبی رٍستب ًوی ی خبًِ ّوِ کِ اسآًجبییاهب دلت کٌیذ کِ 

اسوت کوِ    Yٍ یب  Xّب تب  ی آى کوتز اس هجوَ  فبصلِ Mّبی رٍستب تب  ی خبًِ ی فبصلِ ّب اکیذ است ٍ لذا هجوَعِ حذالل یکی اس ًبهسبٍی

 ّب تٌبلط دارد. آل ثَدى آى ایي ثب ایذُ
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 Bاس  Aدّین ٍ اگز توین   کٌین کِ ثِ اسای ّز تین یک رأس لزار هی دار درست هی ّب ثِ ایي صَرت یک گزاف جْت ثزای ایي هسبثمِ

 ذ )هتٌبظزاًاًِ وتوثبخ Aّبیی کِ اس تین خبصی هخل  ی تین کٌین. حبل فزض کٌیذ هجوَعِ رسن هی Bثِ  Aدار اس  ثزدُ ثبضذ، یبلی جْت

خبرد ضذُ ثبضذ( را ثب ًوبد  A، اس یبل Aّب ٍ رأس  ّبیی کِ یبل ثیي آى ثِ سثبى گزاف یعٌی رأس 
A
S دّین. حبل ثوزای ّوز توین     ًوبیص هی

B  در
A
S  ًثبیذ دلیمبt  تین هَجَد ثبضٌذ کِ اس ّز دٍیA  ٍB ِّب ثبیذ در  اًذ. ثٌبثزایي رأس هتٌبظز ثب ایي تین ثبخت

A
S   ِثبضذ. در ًتیجو

Aهتصل است ٍ یک سز دیگزضبى در  Bّب ثِ  ّبیی کِ یک سز آى اس ثیي یبل
S  ًلزار دارد دلیمبt  یبل اسB ضًَذ. اس آًجب کوِ   خبرد هیB 

Aخَاّی اس  رأس دل
S ّوب در   ّوبیی کوِ ّوز دٍ سوز آى     ثَد، ثزای ّز تین دیگزی در ایي هجوَعِ ٍظعیت هطبثِ است. ثٌبثزایي تعذاد یبلA

S 

Aسوت، ثزاثوز   ا
S t| Aاسووت کوِ هٌظوَر اس     |

S| Aّوبی هَجووَد در   تعووذاد توین  |
S      ّوب ثزاثووز   اسوت. اس ؼوزف دیگووز تعوذاد کول ایووي یوبل
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A A A
S S S| | | | (| | )1
2 2

Aیک یبل ٍجَد دارد.(  پوس   است. )ثیي ّز دٍ یبلی در   A
A

S S
t S

| | (| | )
| |

1

2
  ِ ٍ در ًتیجو

A
S t| | 2 t2اًذ هسبٍی  ّبیی کِ ثِ ّز تین ثبختِ دّذ کِ تعذاد تین . ایي استذلال ًطبى هی1 است. ثٌبثزایي اس ّوز رأس در گوزاف    1

t2دلیمبً  nّب ثزاثز  ضَد. پس تعذاد کل یبل یبل خبرد هی 1 t( )2 ِ  ایوي است. اس ؼزف دیگز ثب تَجِ ثوِ   1 ّوز دٍ تیووی ثوب ّون ثوبسی       کو

 ّووب ثزاثووز   اًووذب ثوویي ّووز دٍ رأسووی یووک یووبل لووزار دارد. ثٌووبثزایي اس ؼووزف دیگووز تعووذاد کوول یووبل        کووزدُ
n n n( )1
2 2

. پووس  

n n
n t

( )
( )

1
2 1

2
nٍ در ًتیجِ   t t( )2 2 1 1 4  است. 3
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x x y y z z
x y z x y z

y z z x x y
x x y y z z

x y z x y z xyz
y z z x x y

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2
4 4 4

2 2 2 2 2 2
4 4 4

3

3
 

x y z x y z x z x y y x y z z y z x

x x y z y x y z z x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z xyz

x y z x y z xy yz zx

x y z x y y z z x

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

( ) (( ) ( ) ( ) )

4 4 4 3 3 3 3 3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 3

2 2 2 2

2 2 2 2

3

3

3

3

1
0

2

 

)xyzی  دلت کٌیذ کِ در خػ اٍل ثِ دٍم ٍ خػ پٌجن ثِ ضطن اس فزض هسئلِ ٍ در خػ ضطون ثوِ ّفوتن اس اتحوبد اٍیلوز اسوتفبدُ        1(

دّذ کِ حبلت تسبٍی سهبًی است کِ یب هجوَ  هتغیزّب صفز ثبضذ ٍ یب ّز سِ ثزاثز ثبضٌذ کِ ثب تَجِ ثِ  این. ظوٌبً ًبهسبٍی آخز ًطبى هی کزدُ

xyz  ثبضٌذ. 1ضَد ّز سِ ثبیذ ثزاثز  ًتیجِ هی 1
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CT ی  ی را ثزای ثبر دٍم در ًمؽِ دّین تب دایزُ را اهتذاد هیX  :لؽآ کٌذ. در ایي صَرت 

XBT XBA ABM XBA ABM NCA ABM  
 

جِ ثِ  ِ  ایوي ثب تَ MBAلوزار دارد،   AC عوَدهٌصوف رٍی   AB  ٍN عوَدهٌصوف رٍی  M کو MAB  ٍACN CAN 

بثزایي  ثٌ

XBT CAN MAB BAC CXB 
 

XTالسبلیي است ٍ لذا  هتسبٍی TXBپس هخلج  TB درًْبیت 

BT CT XT TC CX R XBC R.sin( )2 2 

 ثٌبثزایي احجبت حکن ثِ پبیبى رسیذ.
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ِ   هی Sکٌین ٍ ضکلی کِ هحیػ آى را پیوَدُ  ی ضزٍ  حزکت رٍثبت را هجذأ هختصبت فزض هی ًمؽِ ّووَارُ   Aی  ًبهین. عوذد خبًو

 ی اظبفِووکوًیش ی Aضَد،  ی دٍم رثبت یکی اظبفِ هی دّذ سیزا در اثتذا صفز است ٍ ّزگبُ هؤلفِ ی دٍم هختصبت رٍثبت را ًطبى هی هؤلفِ
ؼَر ثیبى کزد کِ  را ایي  Bی  تَاى  تغییزات عذد خبًِ ضَد. ثٌبثزایي هی ًیش یکی کن هی Aضَد،  هؤلفِ دٍم رثبت یکی کن هی ّزگبُضَد ٍ  هی

ثبت ثوِ سووت غوزة حزکوت     ضَد ٍ ّزگبُ رٍ اظبفِ هی Bی ثِ  در آى ًمؽِ yی  هؤلفِ ی اًذاسُ ثِکٌذ  ّزگبُ رٍثبت ثِ سوت ضزق حزکت هی

 ضَد.  کن هی Bی اس  در آى ًمؽِ y هؤلفِ  ی اًذاسُ ثِکٌذ  هی

 

 
 

لزار دارًوذ را در ًظوز    Sای کِ درٍى  ّبی ضجکِ ی هزثآ گزد ؼی کزدُ ثبضذ. ّوِ را در جْت سبعت ضذُ ؼیکٌین رٍثبت هسیز  اثتذا فزض هی

kّب را  ثگیزیذ ٍ آى
M M M, ,...,1 iثٌبهیذ. فزض کٌیذ هختصبت رأس پبییي سوت چپ  2

M ،i i
x y( , iثبضذ. ثِ اسای ّز هزثآ  (

M   ثِ ّوز

ثِ ظلآ پبییٌی هزثآ  دّین. عذد ًسجت هی یک آىیک اس دٍ ظلآ 
i
M عذد ،

i
y      را ًسجت دّیوذ ٍ ثوِ ظولآ ثوبلایی

i
M  عوذد ،

i
y را  1

 ضَد.  ّب دٍ ثبر عذد ًسجت دادُ هی ّبی افمی در دٍ هزثآ حعَر دارًذ ثِ آى ًسجت دّیذ. دلت کٌیذ کِ چَى ثععی اس ظلآ

را ثوِ دٍ ؼزیوك    Dًوبهین. اکٌوَى    هوی  Dّوب را   کٌین ٍ هجوَ  آى ّبی هذکَر را ثب ّن جوآ هی ی ظلآ ثِ ّوِ ضذُ دادُاکٌَى اعذاد ًسجت 

 کٌین. هحبسجِ هی

ّوب کوِ ّووبى     ضَد ثب تعذاد هزثآ ثزاثز هی Dاین ثزاثز یک است. پس  ّبی ّز هزثآ ًسجت دادُ اٍلاً دلت کٌیذ کِ هجوَ  دٍ عذدی کِ ثِ ظلآ

 .است Sهسبحت 

لزار ًذارًذ، در دٍ هزثآ حعَر دارًذ، در یکی ثب علاهت هخجت ٍ در دیگزی ثوب علاهوت هٌفوی ٍ     Sای کِ رٍی هزس  یّبی افم اس ؼزف دیگز ظلآ

ّبی افمی رٍی هسیز رٍثبت ّستٌذ. کوِ ایوي هموبدیز     هبًٌذ کِ هزثَغ ثِ یبل ضَد. در ًتیجِ تٌْب جولاتی ثبلی هی هجوَ  ایي دٍ عذد صفز هی

ضًَذ. ثٌبثزایي هجوَ  ایي هموبدیز دلیموبً ّووبى     اظبفِ هی Bی  رٍی هسیز ثِ عذد خبًِدلیمبً ّوبى همبدیزی ّستٌذ کِ ٌّگبم حزکت رٍثبت 

 است. پس حکن حبثت ضذ. Bی  عذد ًْبیی خبًِ

جووآ   Bهموبدیزی ّسوتٌذ کوِ ثوب     گزد حزکت کٌذ، همبدیز ًسجت دادُ ضذُ ثِ اظلا  هوزسی، هٌفوی    در حبلتی کِ رٍثبت در جْت پبدسبعت

 .است Sضَد کِ ثزاثز ثب هسبحت هی Dٍ در ًتیجِ لذر هؽلك آى ّوبى  Dثزاثز است ثب هٌفی  Bضًَذ، پس در ایي حبلت  هی


